Corrigés des exercices

Utiliser les propriétés des polynomes

Exercice 1:

>

Soit P(x) = x* + 2x — 3. A= 16 donc x; = —3 et x, = 1 donc P(x) = (x + 3)(x — 1) et donc
P(x) _ (x+3)(x-1)

f) ==

= x + 3 donc f(x) est bien un polynéme. Son degré est 1

x-1
> f(x)=(x—-1)(x+2)(6—-5x)=((x%+x—2)(6—5x) =6x*+6x—12—5x3 —5x* +
10x = —5x3 + x* + 16x — 12. f(x) est donc un polynéme de degré 3
» L'extremum de f est donné par;—S = % = g = 3. Puisque a > 0, il s’agit d’'un minimum et sa
3
valeur est f(3) =§x32—2x3+3 =0
Mettre un trindme sous sa forme canonique
Exercice 2 :
seaa=(x-3) - Baaz(x-3) -2
roexmEE\ETy) T2 T

3 4 5] = 3(2 5 1)_ 3( 5)2 25 1] 3( 5)2 37
xroxmiETI Y T3 T3) T *7%) T36 3| *7%6) 36

Exercice 3 :

1. f)=—-(x?—4x—-1)=—[(x—2)2-4—-1]=—-[(x—2)2=-5]=—(x—2)>+5

2. D’apres la forme canonique, @ = 2 et § = 5 donc les coordonnées du sommet de la parabole
sont (2;5)
De plus, a = —1 < 0 donc f est croissante jusqu’a x = 2, puis décroissante a partir de x = 2
Ainsi, son tableau de variations est le suivant :

X —oo0 2 400

Variations de  /> 5
P —0  » —

Remarque : on aurait aussi pu calculer les coordonnées du sommet de la parabole de cette
N b b s
manieére : (—5 i f (—5)), c'est-a-dire — =2etf(2)=-2°4+4x2+1=—-4+

8+1=5

_+
2x(-1)




3. Lorsqu’un point appartient a I'axe des abscisses, son ordonnée vaut 0. Ainsi il s’agit ici de

résoudre I'équationy = 0, ouencore f(x) =0 & —x*+4x+1=0
A=b*>—4dac=(4)?>-4x(-1)x(1)=16+4=20
A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

(  —b—VA —-(4)—-v20 —4-2V5

Jx1= e S Tax(D -z CitVs
_—b+VA —(4)+V20 —4+2V5
lxz_ 2 " axCh - 2 2

Les coordonnées des points d’intersection sont ainsi (2 + /5 ;0) et (2 —+/5; 0)

Résoudre une équation du second degré

Exercice 4 :
x?-2x+1=0@x-1)?=0ox=1

*-2=1ex*=3ox=v30ux=-/3

xz—x—1=0.A=5>0(:>x1=%§etxz=1+2\/g

(x+1)(x?>—4x—5) = (2 — x)(3x% — 14x — 5).

Posons P(x) = x2 — 4x — 5 et Q(x) = 3x? — 14x — 5. On peut écrire apreés factorisation
Px)=((x—-5)(x+1etQ(x)=3(x—-5)(x+ %) donc I'équation devient :

G+ 1Dx =5)(x +1) = 32— x)(x — 5) (x + %)

o (x+1)(x—5)(x+1)—3(2—x)(x—5)<x+%)=0

(:>(x—5)[(x+1)2—3(2—x)(x+%>]=O
© (x—=5)[4x*-3x—1]=0
(z)(x—S)(x—l)(x+%)=0

Dol § = {—~,1,5}

Exercice 5 :



> 3x*—x+2=0
A=b*—4ac=(-1)>—-4x3%x2=1-24=-23
A< 0 donc I'équation n"admet aucune solution

S = {0}

> 2x2—4x=3022x*—4x—-30=0
A= b* — 4ac = (—4)? — 4 x 2 x (—30) = 16 + 240 = 256

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

_—b—VA —(—4)—-V256 4-16 —12

X1 2a 2%x2 4 7 -3
_—b+\/Z_—(—4)+\/256_4+16_20_5
\ 25724 T 2x2 & a1
S ={-3;5)

» 5x(x+1)=-202x-1)

Ici pas de facteur commun ou d’identité remarquable : la seule solution est de développer pour faire
apparaitre un polynéme du second degré.

Sx(x+1)=-22x—1)©5x?>+5x=—4x+2 S 5x> +5x+4x—2=0
©5x2+9x—-2=0

A=b?>—4ac=92—-4x5x(-2)=81+40 =121

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

_—b—VA -9-+v121 -9-11 -20

X1 7a  C  2x5 10 10~ 2
_—b+VA —9+V121 -9+11 2 1
\ 25724 T 2x5 10 10 5
S=f 2.
_{ ’5}

» x3—x*4+5x=0

Il est possible ici de factoriser par x, ce qui évite d’avoir a utiliser la méthode d’identification



x3—x>+5x=0ox(x>—-x+5)=0
©x=0o0ux*—x+5=0
A=b*>—4ac=(-1)2—-4x1x5=1-20=-19

A< 0 donc I'équation x> — x + 5 = 0 n’admet aucune solution

S = {0}

Exercice 6 :

1. Détermination des racines de P(x) = x* —4x —5

A=b*—4ac=(—4)>—-4x1x(-5)=16+20=36

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

([ —b—VA —(-4)-V36 4-6 -2

= — _=_1
1 2a 2% 1 2 2

_Th+VA_—(H+V36_4+6_10
\ 257 2¢ T 2x1 2 " 2°

Détermination des racines de Q(x) = 3x*—14x —5

A= b* — 4ac = (—14)?> — 4 x 3 x (—5) = 196 + 60 = 256

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

(  —b—VA —(-14)-V256 14-16 -2 1

1= 2x3 6 6 3
_—b+\/Z_—(—14)+\/256_14+16_30_5
\ 7" 2¢ 7 2x3 6 6

On peut en déduire que les polyn6mes P et Q admettent une racine commune : 5

2. D’apres ce qui précede, une factorisation de P est P(x) = (x + 1)(x — 5) et une

factorisation de Q est Q(x) = 3 (x + é) (x—=15)

Puisque I'équation proposée est (x + 1)P(x) = (2 — x)Q(x), elle équivaut donca (x + 1)(x +
Dx-5=@2-x0x3(x+35)@x-5)

©(x+1)?x-5=2—-x)Bx+1)(x—5)
Remarque : cette étape n’était pas obligatoire mais simplifie les calculs par la suite.

e x+1D)?*x-5-2-x)Bx+1D(x-5=0



e x-5[x+1)?-2-x)Bx+1D]=0
©(x-5x*+2x+1-6x—2+3x*+x)=0

& (x—-50@x2-3x-1)=0
©x=50u4x?-3x—1=0
A=b*—4ac=(-3)2-4x4%x(-1)=9+16 =25
A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

(  -b—VA —(-3)-v25 3-5 -2 1

X1 2a 2x4 8 8 4
_—b+\/Z_—(—3)+\/ﬁ_3+5_8_1
\ 25724 =7 2x4 8 8

Aufinal, S = {—i ;1;5}

Résoudre une inéquation du second degré

Exercice 7 :

2x*+3x—2>0.A=25>0doux; = —2etx, = % Icia = 2 > 0 donc le + est a I'extérieur des

racines donc x €] — o0, —2] U [% , +oo[

x(x—1)> -1 x*—x+1=0.A= —3 < 0 donc aucune solution réelle.

2x+1
—x?+2x+3
un tableau de signes.

< 0.S0it P(x) = —x*+2x + 3. A= 16 > 0 d’ou x; = 3 et x; = —1. L'idéal est ici de faire

x —o0 -1 -5 3 00
2x+1 _ — @ + +
—x*+2x+3 _ 0 + 4 ) B
2x+1 — h —
—x%2+2x+3 + +

L 2x+1 1
Ainsi parlecturem<0=}xe]—1,—5 [U]3,+x]

x—DE*+4H) <2x-Dx?—x+3)eo x-1DE*+4) - 2(x—-1D?—-x+3)<0

e x-—D[E?+4)-2(x*2—x+3)]<0




©x-—1D(x2+2x-2)<0

Soit P(x) = —x? + 2x — 2. Son A= —4 < 0 donc P n’admet pas de racine : son signe est uniforme
sur R. Dressons le tableau de signes de la fonction

X — 1 400
x—1 - ( +
—x* +2x —2 - —
(x—1D(—x%?+2x-2) + ( -

Ainsi (x — 1)(—x?+2x —2) <0 x €]1; +oo|

Exercice 8 :

> x2 —5x+4 < 0:il sagit de dresser le tableau de signes du polynéme P(x) = x? — 5x + 4
On résout x* — 5x + 4 = 0. Le discriminant du polynéme P vaut :
A=b*—4ac=(-5)2-4x4%x1=25-16=9
A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

_—b—VA —(-5)-V9 5-3 2

T T T T 2x1 2 27
_—b+VA —(-5)+V9 5+3 8
2= " 24 T 2x1 2 27
x —o0 1 4 400
_ n
P(x) + 0 0
Donc S = [1;4]

> x(x+2)>x+3ex*+2x>x+3©x*+x—-3>0
Onrésoutx’+x—3=0
A=b?—4ac=12—4x1x(=3)=1+12 =13

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :




(  -b—VvA -1-VI3 -1-V13

2a  2x1 2
_—b+VA -1+413 -1++13
2T 720 T T 2x1 2
x —o —1—2\/ﬁ —1;\/ﬁ +OO
- +
P(x) + 0 0

—1—m[u ] -1+V13

Donc S =] — oo ;
2 2

+oo[

> —2x*+3x>5© —-2x*+3x—-5>0
Le polynéme P(x) = —2x* + 3x — 5 a pour discriminant
A=b*—4ac=3%>—-4x(-2)x(=5)=9—40=-31

A< 0 donc I'équation n’admet aucune solution : le polynéme est du signe de a

+oo

P(x) -

Comme le polynéme n’est jamais positif ou nul, S = @ (I'inéquation n’a pas de solution)

» On résout I'inéquation :

1—x
—>4x+5
1+x
—  (4x+5)=0
@__
1+ x X -
1—x 4x +5)(1 +
- _@x+90+0
1+ x 1+ x
1—x—4x —4x*> —5—5x
< =
1+x
—4x? —10x — 4
>
1+x

Onrésout4x?—10x—4=0etl+x*0
A= b* — 4ac = (—-10)? — 4 x (—4) x (—4) = 100 — 64 = 36

A> 0 donc I'’équation P(x) = 0 admet deux solutions réelles :




(  —b—VvA —(-10)—-+36 10—-6 4 1

!xl 2a  2x(-4) -8 -8 2
_—b+VA —(-10)++v36 10+6 16 _
sz_ 2a | 2x(-4 -8 -8~
—o0 -2 -1 _1
X 2
+ o0
Pt - 0 + + ) -
1+ x _ _ () + n
—4x* —10x — 4 N
— 0 - + 0 _
DoncSZ]—OO;—Z]U]—l}—%]

. . . 1
Remarque : attention au sens des crochets : —1 est une valeur interdite, —2 et — S ne le sont pas.

> On résout

—2x+1
———<
x2—3x+2
—2x+1
& ———-1<
x2—3x+2
—2x+1 x?>—=3x+2
= — <
x2—3x+2 x2—-3x+2
—x2—2x+3x+1-2
=N <
x2—3x+2
—x*4+x-1
S ——7—<
x2—=3x+2
Le polyndme P(x) = —x* + x — 1 a pour discriminant

A=b?>—4ac=12-4x(-1)x(-1)=1-4=-3

A> 0 donc I'équation P(x) = 0 n’admet aucune solution réelle.
Le polyndme Q(x) = x* — 3x + 2 a pour discriminant
A=b?>—4ac=(-3)?—-4x1%x2=9-8=1

A> 0 donc I'équation Q(x) = 0 admet deux solutions réelles :




( _ch=VE_—(=3)-VT_3-1_2 .
M=o T 2x1 T2 T2
_—b+\/Z_—(—3)+\/T_3+1_4_2
2= "2 T 2x1 2 27
X —c0 1 2 + o0
P(x) - - -
+ - +
Q(x) 0 0
—x*+x—1 B + -
x2—3x+2

DoncS =] —o0; 1[U]2;4+0]

Exercice 9 :

v P(x)=x*—-5x*+4
1. 1l ’agit d’une équation bicarrée : posons X = x2. Le polynéme devient alors :

P(X)=X*-5X+4
A=b*—4ac=(-5)2-4x1%x4=25-16=9

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

g o b-VA_-(5H-V9_5-3_2_.
{1" 2¢  2x1 2 "2

_—b+VA —(-5)+v9 5+3 8
K=" "7 2ox1 "z Tz°

En renversant le changement de variable,
SiX; = 1alorsx;? =1 a pour solutions 1 et —1
Si X, = 1 alors x,% = 4 a pour solutions 2 et —2

L'ensemble solution est ainsi S ={—2; —1; 1;2} et donc la factorisation du polynéme est
Px)=(x+2)(x+D(x—-1)(x—2)

Remarque : I'exercice ne précisant pas le niveau de la factorisation demandée, la réponse P(x) =
(x? — 4)(x? — 1) était également acceptable.

2. |l suffit de dresser le tableau de signes adéquat :



x — =2 -1 1 2 +o
X +2 - 0 + + + +
x+1 — - 0 + + +
x—1 — — - 0 + +
x—2 — — — — 0 +
P(x) + 0 _ 0 n 0 _ 0 +

DoncS =] —oo; =2]U[-1;1]U[2; +oo[

vV f(x)=—-x3+6x*—9x +4
1. fA)=—44+6x4*2-9x4+4=0

On peut donc écrire f(x) = (x — 4)(ax? + bx + ¢) = ax® + bx* + cx — 4ax* — 4bx — 4c = ax3 +
(b — 4a)x* + x(c — 4b) — 4c

D’ou le systeme :

a=-1 a=-1
b—4a=6 b=2
c—4b =-9 c=-1
—4c =4 c=-1

Ainsi f(x) = (x —4)(—x?+2x — 1)
A=b*—4ac=2?-4x(-1)x(-1)=4—-4=0
A= 0 donc I'’équation admet une unique solution :

—b -2 -2

=—=—=—=1
T T Iax (- =2

Et la factorisation de f est f(x) = (x — 4)(x — 1)?

2. Letableau de signes de f(x) est le suivant :

X —o0 1 4 400
x—4 - B 0 +
(x— 1) ¥ 0 ¥ ¥
2x% — 6x - - +
222 0 0




Résoudre une équation / inéquation de degré supérieur ou égal a 3

Exercice 10 :

> x3—x*+5x=0ox(x*—-x+5=0x=00ux’?—x+5=0dontleA=-19<0

x=0

x* —5x% + 4 = 0. On pose le changement de variable X = x? (et donc X? = x*). Dés lors I’équation
devient X> — 5X +4 = 0. A= 9 d’ou X; = 1 et X, = 4. Pour terminer, puisque X = x> ona x = VX
doncx; = X; =1lou—letx, =,/X, =20u—2

Exercice 11 :

> Ondonne f(x) = —x3 + 6x*—9x + 4

1. f(4)=—-43+6%x4*—9Xx4+4=0:4estdonc une racine de f.
2. On utilise la méthode d’identification :
(x —4)(ax? + bx + ¢) = ax® + bx? + cx — 4ax? — 4bx — 4c
= ax3 + x*(b — 4a) + x(c — 4b) — 4c
Ainsi par identification :
a=-1 a=-1
b—4a=6 o) b=
c—4b=-9 c=-1
—4c =4 c=-
Onadonc f(x) = (x —4)(—x%? + 2x — 1)
3. Soit P(x) = —x? + 2x — 1. On peut utiliser la méthode classique du discriminant ou
remarquer que P(x) = —(x? — 2x + 1) = —(x — 1)?
Aufinal f(x) = —(x — 4)(x — 1)?
4. Un tableau de signes reste la méthode la plus simple ici :
X —00 1 4 +o0
a _ _ _
x—4 - - ) +
(x—1D? + ( + +
f(x) + ( + 0 _

Pour conclure, f(x) =0six=1oux =4, f(x) >0six €] —c0,4[et f(x) <Osi
X €] 4,+oo]

Probléemes

Probleme 1:




Posons x la largeur du champ et y sa longueur.OnaP =2(x+y)etS =x Xy d'ou:

230 — 2y
230 —2 _0 =y 230 — 2
20c+y) =230 (x=22"% x > =20y
Xy =3000 < 2 Y230-2y < 2
X2y xxy=3000 (=——=xy=3000 \(115-y)xy = 3000
230 — 2y
X=—7">
o 2

—y?+ 115y — 3000 =0
Soit P(y) = —y* + 115y — 3000. Son discriminant est A= 1225
D’ol deux solutions y; = 75 et y, = 40
On en déduit que x admet de méme deux valeurs : x; = 40 etx, = 75

Les dimensions du champ sont donc 40m et 75m

Probleme 2 :

On doit résoudre I'équation x + v/x = 600. Telle quelle cette équation est insoluble. On peut
cependant poser le changement de variable X = vx (et donc x = X?). équation devient alors
X%+ X = 600 ou encore X? + X — 600 = 0. Son discriminant est A= 2401

D’ol deux solutions X; = —25 et X, = 24.

On ne conserve par hypothese que la solution positive et on inverse le changement de variable pour
trouver x = X% = 24* =576

Remarque : On peut ensuite vérifier que V576 + 576 = 600

Probleme 3 :

v' Soit x I'entier naturel recherché. L’entier consécutif a x est doncx + 1
La question posée peut &tre formulée par I'équation x X (x + 1) = 16002 © x*+ x — 16002 = 0
A=b?*—4ac=1?>—-4x1x(—16002) = 1 + 64008 = 64009

A> 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

( —b—vA -1-64009 -1-253 —254
!xl: T N
—b++VA —-1++64009 —1+253 252
sz: 20 2x1 2 Ty —1l%

Un entier naturel (ensemble N) ne pouvant pas étre négatif x vaut nécessairement 126.

Les deux nombre recherchés sont donc 126 et 127



Remarque : on peut facilement vérifier que 126 X 127 = 16002

v" Afin qu’une équation ait deux solutions, il faut nécessairement faire apparaitre un polynéme
du second degré avec A> 0.

De plus, pour que 2 et 3 soient solutions, il faut nécessairement que 2 et 3 soient racines de ce
polynome.

La forme factorisée de ce polyndme doit donc étre a(x — 2)(x — 3)et donc I'équation doit étre de la
formea(x —2)(x —3) =0

Un exemple : 2 et 3 sont solutions de —4(x — 2)(x —3) =0
Remarques :

- Laréponse est juste pour tout a € R

- Il est également possible de développer le polynéme, ce qui donnerait ax®> — 5ax + 6a = 0,
voire méme de déplacer d’un cété ou de 'autre du '’ ="' les différents termes de I'équation,
par exemple ax* = 5ax — 6a. Par exemple, 2 et 3 sont solutions de —2x* = —10x + 12.
Faites des essais pour vous en convaincre.

a+b=S
axXb=P
L’équation x> — Sx + P = 0 équivautalorsax*— (a+b)x+axb =0

v Posons deux réels a et b tels que {

A=(a+b)>—4x1x(axb)=a?+2ab+ b?>—4ab = a® — 2ab + b* = (a — b)?

A> 0 (c’est un carré) donc I'équation admet deux solutions réelles :

( —(—(a+b)—+(a=b)?2 a+b—(a—b) 2b
!xl: 2% 1 - 2 =7 =0
l _—(—(a+b))+\/(a—b)2_a+b+(a—b)_2_a_
X2 = 2x1 - 2 —2

Ce qui prouve bien que a et b sont solutions de 'équation x> — Sx + P = 0

Remarque : dans le cas particulier ou I'on aurait a = b, alors A= (a — b)? = 0 et I'équation
—(=(a+b)) _ a+b

2x1 2x1
(ce qui est possible puisque les deux valeurs sont égales). Ce qui répond également a la question au

final.

admet une seule solution x = = a ou b selon que I'on remplace a par b ou b par a



